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REPRESENTACAO MATRICIAL DE OPERACOES DE SIMETRIA

Vetor: série de numeros escritos numa linha ou coluna. Ex: [1 3 cos 2]

—_— O
S NN

N = W
|

Matriz: arranjo retangular de série de nimeros entre 2 colchetes. Ex: {
1 2 3 i 3

Multiplicagdo de matriz com vetor: |0 2 1| . 1§ = |6
1 0 2

o1 2|1 2 3 3 4 5
Multiplicagdo de matriz por matriz: |2 1 3|{3 2 1|=/5 9 13
1 0o 2|lo 1 2 1 4

Vi = V1 i . VI = -Vp

1 0 0fx X, -1 0 0 ||x - X,
01 Oy |=|x 0O -1 O |y |=|—-»
0 0 1|z z, 0 0 -1}z -z,

Oh - V1 =V C(z) .vi= V3
1 0 0| x X, -1 0 O0]}x — X,

I 0y |=|n 0 =1 Oy [=|—-n
0 0 —1f|z -z 0 0 1||z z

Estas 4 matrizes formam um grupo matematico que obedece a mesma tabela de multiplicacdo que as
operacdes de simetria. Exemplo:

C2 . Oh = i Obs: Sz =1



Generalizando: Matriz para representar rotacao de um eixo de angulo 6:
Sistema de coordenadas mostrando o efeito de
rotagdo do vetor ry através de angulo 6, para
resultar no vetor r;

{xl =Zcosa} y
y, =lsena ___&gqs_g_l(xl’yl)
= i
T e
x,=lcos (0 —a)=Icos6cosa+/sendsena / :'fs"‘“
y,=—Isen(O—a)=—IsenOcos a+lcosfsena a 9; -
-a : X
> i~ gsin(6-a)
2 1
x,=x;cosf+ty,sen8 | T ‘(
Vo =—X, Sen9+y]COSH ou Acos (e'a) xzvyz)
cos @ sen@ | | X, [_|X>
—sen® cosf ||y, Vs,
Ro(2) .r1 = 71y Representagdo matricial de rotagdo de angulo 0 para eixo colinear com eixo z

Exemplo:

-1 0 0
Para C; colinear com z: 0=180° , portanto Cx(z)= [ 0 -1 0]
0 0 1

Representacoes matriciais reduziveis e irreduziveis

Matriz de blocos diagonal: é aquela que tem blocos de nimeros ao longo da diagonal e zeros nos
outros lugares.
Propriedade da multiplicacdo de matrizes de blocos: Exemplo:

1 23 0 0 0|2 0 0 0 0 0| |4 3 7 0 0 O
321 0 0 Ot 0 2 0 0 O 8 1.5 0 0 O
o1 2 0 0 OO0 1.1 00 Of|1 2 4 0 0 O
0 0 023 0[|l0o00 0 2 0[]0 0 0 3 10 0
O 0 01 2 0|0 00 1 2 0 0 0 0 2 6 O
.O 0 0 0 O 1. .O 0 0 0 O 3. .0 0 0 0 O 3.
Pode-se desdobrar em diferentes multiplicagdes de matrizes menores:
1 2 3((2 0 Of (4 3 7
32 1|1 0 2]=[8 1 5 [f ;H? §]=B 160] [1].[3)=[3]
0 1 2|0 1 1 1 2 4



Cada uma destas matrizes obedece as regras de grupo matematico, ou seja, tem a matriz identidade, a
inversa e tem-se a multiplicagdo comutavel. Também deve obedecer a transformagao de similaridade

Através de transformacao de similaridade, ¢ possivel obter, a partir de uma matriz maior X (matriz
reduzivel), uma matriz conjugada Y (matriz irreduzivel) que tem a forma de uma matriz de blocos diagonal.
Obtém-se assim uma série de matrizes que representam as varias operacdes do grupo pontual:

Transformagdo de similaridade: y=0"'.x.0

Existem matrizes Q que quando operadas numa transformacao de similaridade fornece matrizes conjugadas Y
na forma de matrizes de blocos diagonal.

Y ¢ uma matriz conjugada na forma de matriz de blocos; cada bloco ¢ uma representacdo matricial
irreduzivel, que ainda obedecem as mesmas regras de multiplicagdo de X.

Exemplo: Um esquema para gerar as representagdes reduziveis das operagdes Cs, Cs* € Cs™:
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001 00 000 1 0
000 10 000 0 1
Cci=[o 0 0 0 1 Ci=[1 0 0 0 0
1 00 0 0 0100 0
0 1 0 0 0] 0 0 1 0 0]

Obs: Vale a multiplicagdo Cs. Cs*= Cs’

Existem matrizes Q ¢ Q' que quando operadas numa transformag¢io de similaridade, produzem
matrizes conjugadas diagonalizadas em blocos. Estas matrizes tém forma complicada (ver pag. 45 do Harris) e
ndo sera mostrada aqui como se obtém Q € Q™.

1 0 0 0 0
, 0 cos2n/5 sen2m/5 0 0 4,
C,=0".C,.0=|0 —sen2n/5 cos2n/5 0 0 |= B,
0 0 0 cos4n/5  sendn/5 C,
0 0 0 —sendn/5 cosdn/5 ]



0
cos4n/5
—sendn/5

0

0

Ciy'=0"'.C.0=

SO O o~

0
cos4n/5
sendm/5

0

0

Ci=07".Ci.0=

SO o O =~

0
sendn/5
cos4n/5

0

0

0
—sendn/5
cos4n/5

0

0

0 0
0 0
0 0

cos2n/5 —sen2n/5
sen2n/5 cos2n/5

0 0
0 0
0 0

cos2n/5 sen2m/5

—sen2n/5 cos2xw/5

Cs.Cs* e Cs* sdo as matrizes conjugadas na forma de blocos.
Cada bloco ¢ uma representagdo irreduzivel pois ndo ha transformacao de similaridade que possa diagonaliza-

las posteriormente

Ainda vale Cs.Cs*=Cs*, ou seja, vale a multiplicagdo para cada bloco das matrizes conjugadas.

Exemplo: C,.C,=C;
Importante:

1) As matrizes irreduziveis ainda conservam as mesmas propriedades das matrizes reduziveis originais;

2) Existem infinitas possibilidades de matrizes reduziveis que podem ser reduzidas a um nimero finito de
representacdes irreduziveis (Exemplo: Existem infinitas vibragdes complexas nas moléculas que podem ser
reduzidas a um numero finito de vibragdes fundamentais, chamadas de modos normais de vibracao das

moléculas).

Exercicios do Harris: Cap 1, 1-12 e 1-14



CARACTERES E TABELAS DE CARACTERES

Uma simplificacdo maior: Ao invés de se trabalhar com as matrizes das representagdes irreduziveis,
trabalharemos com o carater da representacao irreduzivel (traco da matriz irreduzivel). Obs: carater = tragco =

soma dos elementos diagonais da matriz
Forma rudimentar da Tabela de caracteres do grupo Cs,: Exemplo: NH;

Cyw|E C; C 6, 6, o, = Conjunto completo de operagdes de simetria
rH.|r 11 1 1 1
r.|r 1 1 -1 -1 -1
12 -1 -1 0 0 O

\

Nomes das representacdes irreduziveis: Numero de representacdes irreduziveis =
3 =numero de classes de operagdes no grupo pontual (det. através de transformagao de similaridade). Em
quase todos os grupos, operagdes que tém o mesmo efeito ou comportamento (trago) estdo na mesma classe.

C eC!

O-V

Geralmente: - formam classes distintas.
d

0y,

Tem-se assim a tabela de caracteres Cs, condensada:
C3v E 2C3 3Gv

A |1 1 1
A |11 -1
E |2 -1 O

Simbolos de Mulliken para os nomes das representagdes irreduziveis:

- unidimensional: A quando o carater sob a operacao C, do eixo principal for +1 ou B quando o carater sob a
operacdo C, do eixo principal for —1

- bidimensional: E (ndo confundir com operacao identidade)

- tridimensional: T ou F

A dimensdo de uma representacdo irreduzivel ¢ a dimensao de sua matriz (no. de linhas ou colunas)
- subscritos 1, 2, 3 etc. junto aos simbolos A, B, E ou T sdo arbitrarios

- subscritos : g (gerade) quando for simétrico (carater +1) com respeito a inversdao u (ungerade) quando for
anti-simétrico com respeiro a inversao



Significado da simetria com respeito a inversao (subscritos g e u): paridade
- fungdo par:  f(x) = f(-x)
- funcao impar: f(x) = -f(-x)

Inversion Symmetry

y:
pX
¥ y
o g
X
d
2_y2
y

>

X

*

x(<-3y)

>

f

- sobrescritos: © quando for simétrica com respeito a reflexdo o
"” quando for anti-simétrica com respeito a reflexao oy

Exemplo: Tabela de caracteres do grupo C4 completa:

G |E 2€, C. 28, 24,

& 0. Y 0l P R Kl
VIR | S (R P S

B, i! ~F f 1= x2 —y2 | z(x?—y?)

B i 1 —1 1 —1 1 xy xyz

E !2 0 -2 0 0]|(x,»),(R,,R)| (xz,y2) (x22, yz2), [x(x? —3)2), y(3x% — y2)]
PN Rt oo N R 3 :

- 5 classes de operagdes de simetria = 5 representagdes irreduziveis (obs: 2C, significa que Cs e Cs?
tém o mesmo comportamento

- Fungdes de base: translagoes (x, y, z), rotagdes (Ry, Ry, R,), fungdes quadraticas ou cubicas tém as
mesmas propriedades de simetria que os orbitais de mesmo nome. Exemplo: a fungdo de base x*-y* tem a
mesma simetria do orbital d,>,* e se transforma como B;.

- Fungdo de base z: z forma uma base para a representacao irreduzivel A;.
- Funcdo de base (x,y): Neste grupo, ndo se consegue separar x de y quando se faz a operagdo Cs. (x,y) forma
uma base para a representacdo bidimensional E

- Representagao irreduzivel E ¢ bidimensional = fungdo de base (x,y) entre parénteses

- Representacao reduzivel Iy, ¢ obtida pela soma de I, com Iy,

- Representacdo irreduzivel da funcao I'(xy) nao ¢ obtida pela multiplicacao I'(x,y) .I'(x,y) =E.E =
representacao reduzivel



Para entender as fungdes de base: matrizes para as operacdes no grupo Cay:

- Translagoes:
E C, c; C,
1 0 0 0 1 0 0 -1 0 -1 0 0
0 1 0 -1 0 0 1 0 0 0 -1 0 z
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 > c,
Iy =2 2 0 0 -2
r, - 1 1 1 1 .
o ( Xz ) o ( vz ) oy oy ¥
1 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 -1 0
0 -1 0 0 1 0 1 0 -1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Iy =2 0
r, » 1 1 1 1
Vetor (x,y) se transforma como representagdo irreduzivel bidimensional E
Vetor z se transforma como representacao irreduzivel A, (representacdo totalmente simétrica)
- Rotacgoes:

Exemplo: Transformagdo de R, pelas operagdes de simetria do grupo Cay:

lrn

S

.

+RZ
C,G,
Ca |E 2Ci G 20, 204 .
TR)=A:|1 1 1 -1 -l 25%7% S,
Rlo;l o;l -R

‘aq

- Muitos grupos apresentam caracteres imaginarios +i ou simbolos ¢ e €* . Para um grupo com eixo
principal C.,, e=e*". Mas e"=cos0-+isen0; portanto: e=e**""=cos2n/n+isen2n/n=pares de conjugados
complexos = geralmente grupos contendo Cs, Cs, Cq, C7, Cs, Co, Co.

- Grupos pontuais infinitos C.y e D.n: Tem infinitos numeros de operagdes e para os nomes das
representacdes irreduziveis usa-se letras gregas X (unidimensional), 1, A, @, I, etc (bidimensionais)

- Para grupos esféricos: Usa-se letras S, P, D, F, G, ... com dimensao 1, 3, 5, 7, 9, etc



Decomposicao de representacoes reduziveis

Para se decompor representacdes reduziveis em representagdes irreduziveis, usa-se a formula:

1
a=3 2 ot 1i-C")
R

onde:
a;= numero de vezes que a representagao irreduzivel aparece na representacdo reduzivel
h= ordem do grupo pontual = soma de todas as opera¢des no grupo
R=uma operacao no grupo
y*= carater da operagdo R na representagio reduzivel
yi"= carater da operac¢do R na representagdo irreduzivel
k= niimero de membros na classe a qual a operagdo R pertence

Exemplos de aplicagao:

1. Decompor I'iea no grupo Coy:

Ct> Cy |E G ovuxz) ouWyz)
AL 11 1
Al 1 4 -1

s > B, |1 -1 1 -1
B, |1 -1 -1 1

x> Cal3 1 3 1

h= 4 (ordem do grupo)

al(4,)= (3.1.1+1.1.1+3.1.1+1.1.1):%:2

1
4
a(Az)Z%(3.1.1+1.1.1+3.(—1).1+1.(—1).1):O
4

a(B]):%(3.1.1+1.(—1).1+3.1.1+1(—1).1):Z—1

a(B,)=—(3.1.1+1.(—1).143.(=1).1+1.1.1)=0

1
4

Portanto [.q= 2A; + B;

2. Decompor I'eq no grupo Csy

Cy | E 2C; 3oy

A |11 1

A |1 1 -1

E 2 -1 0

Fwa[12° 0 2 Resposta: Tee=3A, + A, +4E

10



Produto direto das representacoes

Multiplica-se os caracteres das duas representagdes irreduziveis. Como resultado, tem-se uma
representacdo que pode ser reduzivel ou irreduzivel.
Exemplo: Para grupo D;

D; E 2C; 3G,

A I 1 1

A, I 1 -1

E 2 -1 0

AxE |2 -1 0 =

AxE |2 -1 0 =

AzXAz 1 1 1 :Al

ExE 4 1 0 =A+A+E

Tabelas contendo produtos diretos: Ver livro do Harris, Apéndice B, pag 479.

Descendéncia de grupos (subgrupos)

Cs, C

D, Don

Cs, Can, Se

Csv, D3, D34, D3y
Cav, D4, Dad, Dan
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